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УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине

EEлектромеханичколектромеханичко претварањепретварање енергијеенергије

ПринципиПринципи
МЈССМЈСС, , АМАМ, , СМСМ
КонструкцијаКонструкција
МеханичкеМеханичке карактеристикекарактеристике

ДинамичкиДинамички моделмодел, , напајањенапајање
ЗаменскеЗаменске шемешеме заза стацстац. . стањастања
УправљањеУправљање
ЕксплоатационеЕксплоатационе, , транзијентнетранзијентне

emm M,ω

mM

+

E

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ПримерПример коришћењакоришћења ((МДМД))

EEлектромеханичколектромеханичко претварањепретварање

(мотори) (генератори)mehel WW → elmeh WW →

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Давач

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

i

F
G

B
G

- Механичка сила делује на проводник кроз који протиче струја,
кад се овај налази у магнетном пољу:

i

B
G

F
G

(Лоренцова сила)
lBiFBliF =⇒×=      )(

GGG

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије
- Механичка сила делује на проводнике који проводе струју, 
посредством њихових магнетних поља:

(за различите смерове струја)

(за исте смерове струја)

F
G

F
G

F
G

F
G

B

i

B

B

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

-У колу које се креће кроз магнетно поље индукује се електромоторна сила:

ν
G

ν
G

e

e

B
G

B
G

lBvEBvlE =⇒×=      )(
GGG

(изведено према Фарадејевом закону)

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

- Механичка сила делује на феромагнетни материјал тежећи да га
доведе у правац магнетног поља:

>>>

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

- Механичка сила делује на феромагнетни материјал тежећи да га
одвуче на место где је магнетно поље најгушће:

>>>

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

- Механичка сила делује на плоче оптерећеног кондензатора - долази
до промене електричног оптерећења или напона између плоча: 

F

U

F

Q+

Q−

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

- Механичка сила делује на диелектрик - долази до промене електричног
оптерећења или напона између плоча: 

F

0ε
rε

U Q+

Q−

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

F

FF

F

- Кад се кристали деформишу, на њиховим крајевима ствара се електрично
оптерећење (пиезоелектрични ефекат): 

Кристал

Q+Q−

Q−

Q+

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

НачиниНачини електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

- Феромагнетски материјали се деформишу под деловањем магнетског
поља (магнетострикција): 

F F
i

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ПретварачПретварач саса електричнимелектричним спрежнимспрежним пољемпољем
Електростатичка машина (HDD)

UCQ =

S
QED == 0ε

d
UE =

d
S

U
QC 0ε==

d
USSESDQ 00 εε ===

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

( )
C

QCUESdEDVWe 22
1

2
1 d

2
22

0 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫ ε

GG

Капацитивност:

Енергија спрежног поља (линеарни мед.)

d 0ε

Q+

Q−

S
const.=U

F
G0=x

x
S

xx Gd,Δ
0ε

xd −

Рад извора:

( ) ( )
S
xdQ

C
Q

xd
SUCUExdSxWe

0

22
0

2
22

0
-

22-22
1

2
1 - 

ε
εε ====⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Механички рад:QUWi Δ=Δ xFWxFW mehmeh
GG

dd, =Δ=Δ

Енергија:

Извор Спрежно поље Механички рад

tiuWi Δ=Δ ( )∫Δ=Δ EDVWe

GG
d xF Δ

const.=U

F
G0=x

x
S

xx Gd,Δ
0ε

xd −

ПретварачПретварач саса електричнимелектричним спрежнимспрежним пољемпољем
- Извор искључен (Q = const.):

0=Δ=Δ QUWi

emehemehi WWWWW Δ−=Δ⇒Δ+Δ=Δ         

 
d

d......
x

W
x

W
x

WF eee −
∂
∂

−
Δ
Δ

−=
0

2

0

2

2
-

2d
d

d
d

εε S
Q

S
xdQ

xx
WF e =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=−=

- Извор укључен (U = const.):
0            ,        ≠Δ=ΔΔ→Δ→Δ QUWQCx i

eeimehemehi WWWWWWW Δ=Δ−Δ=Δ⇒Δ+Δ=Δ         

ie WQUCUW Δ=Δ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=Δ

2
1 

2
1

2

2

( ) 0

2

0

2

0

2

2
0

2
0

2

222-2-2d
d

d
d

εε
εεε

S
QSDSE

xd
SU

xd
SU

xx
WF e ====

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+=

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ПретварачПретварач саса електричнимелектричним спрежнимспрежним пољемпољем e2e2

Извор искључен
(Q = const.):

iW
mehW

eW

Нелинеарни медијум

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Модел
електростатичког

претварача
Извор укључен
(U = const.):

iW

50%  ,mehW

50%  ,eWЦиклус...



5

КонверторКонвертор саса магнетскиммагнетским спрежнимспрежним пољемпољем

, 0 HB μ= ,
x

NIH = ,
0S
x

μμ =R

x

F
G

0x0

xΔ

const.=I

0μμ >>FE

S
x

NISBΦ 0 μ==

2. питање у оквиру 1. домаћег задатка

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

00 ≈= FeFE HBB

.const:OFF
.const,0:ON

=
=Φ=

i
u

( ) ( ) S
xx

INS
x
INSx

x
NISxHVwm Δ−

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

22
0

22
0

2
02

0
0

2222
μμμμ

Извор Спрежно поље Механички рад

ΔΦ=Δ
Δ=Δ

IW
tiuW

i

i ( )∫Δ=Δ HBVWm

GG
d xF Δ

x

F
G

0x0

xΔ

const.=I

0μμ >>FE

00 ≈= FeFE HBB

Енергија магнетског спрежног поља – интеграл ½ B0H0 у зазору x0-Δx

- Извор укључен (I = const.):

0            ,        ≠Δ=ΔΔ→Δ→Δ ΦIWΦLx i

mehimmehi WWWWW Δ=Δ⇒Δ+Δ=Δ 2        

im WΦILIW Δ=Δ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=Δ

2
1 

2
1

2

2

⇒+=
∂
∂

+=
Δ
Δ

+=        
d

d..........
x

W
x

W
x

WF mmm

0

2

2d
d

μS
Φ

x
WF m =+=

- Извор искључен (Φ = const.):

0=Δ=Δ ΦIWi

mmehmmehi WWWWW Δ−=Δ⇒Δ+Δ=Δ         

⇒−=
∂
∂

−=
Δ
Δ

−=        
d

d..........
x

W
x

W
x

WF mmm

0

2

2d
d

μS
Φ

x
WF m =−=

КонверторКонвертор саса магнетскиммагнетским спрежнимспрежним пољемпољем
-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

КонверторКонвертор саса магнетскиммагнетским спрежнимспрежним пољемпољем

Извор искључен
(Φ = const.):

Извор укључен
(I = const.):

iW

50%  ,mehW

50%  ,mW

iW
mehW

mW

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Котва
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Извор Спрежно поље Механички рад

ΔΦ=Δ
Δ=Δ

IW
tiuW

i

i ( )∫Δ=Δ HBVWm

GG
d xF Δ

( ) max2 mmeh WциклусуједномуW ≈Δ

iW

50%  ,mehW

50%  ,mW

iW
mehW

mW

2/1 2/2

ЕлектростатичкиЕлектростатички илиили електромагнетскиелектромагнетски претварачипретварачи??

   00 με <

2
0

2
0 2

1  
2
1 HE με <

Предност је на страни електромагнетских претварача

Како је:

1112
0 10     1085,8 −− ≈⋅=ε

⇒≈⋅= −−              10    104 67
0 πμ

па је:

⇒

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

E, H ограничено

ЈедноставанЈедноставан претварачпретварач саса магнетскиммагнетским спрежнимспрежним пољемпољем

lBiFBliF =⇒×=      )(
GGG

- Лоренцова сила

lBvEBvlE =⇒×=      )(
GGG

vlBiFvPmeh ==

lvBRiERiU +=+=

mehi PRilvBiRiUiP +=+== 22

+
E

R

B
G

U

i

vG

F
G

+

−

i

- Фарадејев закон

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

i

0=FeH

δ
N

∞→Feμ

δ
NiHB =~

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

0μ≈
Δ
Δ

H
B

B

H

T 7,1

FeH
B μ≈

Δ
Δ

>>>

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Карактеристика магнетизације

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

i

N

μR
F

F

=⇔=

=

==

==

∫
∫

Φ
R
Ui

NΦΨ

BSSBΦ

NilH
GG

GG

d

d

(Флукс навојка)

(Флукс намотаја)

(МПС)

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

- Магнетско коло униформно, дужине l, S и μ константно:

,

    , ,

S
l

Φ

S
l

NiBSΦ
l

NiHB
l

NiH

μ

μμμ

μ ==

=====

F
R а индуктивност намотаја: 

μRF

2
2 NΦN

i
ΦN

i
ΨL ====

- Магнетско коло сложено из к униформних блокова:

,
1
∑
=

=
k

i ii

i

S
l
μμR а индуктивност намотаја: 

∑
=

== k

ii

i

S
l

NNL

1i

R
μ

μ

22

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

B
G

BB

Ht

T

Специфична снага губитака у феромагнетском материјалу:

222 fBfBP mVmHFe ⋅+⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σσ

kg
W

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

Магнетско коло сачињено
из једног дела

Магнетско коло сачињено
од пакета лимова

B
G B

G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина

txlBxΨ m ωsin2)( =

⇒==== ∫     E2dEcos 2
d

d

c
m lltBxl

t
Ψe

GG
ωω

tBx m ωω cosE =

tBx
V

P
xp m

Fe

Fe
ωωσσγ

γ
222221

1 cos E )( ==
Δ

Δ
=

xl

H

2
a

2
a

−

∫∫ ⋅==
2/

0

2222
11 d cos 2)d(

a

m
V

xtBxHlVxpP
FeFe

ωωσγγ

322
1  akBP mFe

ωγ =⇒

B
G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско колоколо електричнихелектричних машинамашина e4e4

2
3

33

322

322nelam. 
N

Na
aN

akNB
AkB

P
P

m

m

N Fe

Fe ===
ω
ω

γ

γ

За N лимова 322  akNBP mN Fe
ωγ =⇒

aNA ⋅=

Напомена: У овом разматрању сматра се да је
ширина занемарива у односу на висину

Однос губитака неламинираног и ламинираног
магнетског кола истих димензија:

За магнетско коло истих димензија, које није
Начињено од лимова већ од пуног материјала

где је A=Na,322nelam. AkBP mFe
ωγ =

A N
a 1~

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско ии струјнострујно колоколо цилиндричнихцилиндричних машинамашина

Електромеханички претварачи су углавном ротационе(обртне) направе
на принципу магнетског спрежног поља.

Попречни пресек: цилиндрични облик

Статор

Ротор

emM , ,θω

Спрежно поље

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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МагнетскоМагнетско ии струјнострујно колоколо цилиндричнихцилиндричних машинамашина

Механички прикључак:

emm M,ω

mM

+

E

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско ии струјнострујно колоколо цилиндричнихцилиндричних машинамашина
- Цилиндрична структура, магнетско коло од гвожђа, струјно од бакра.
- Проводник, навојак, намотај. 
- Тренд: више силицијума, мање бакра и гвожђа.

Поглед са предње стране

Поглед са задње стране

u

i

Два проводника у жлебу

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МагнетскоМагнетско ии струјнострујно колоколо цилиндричнихцилиндричних машинамашина

Један или више намотаја стварају поље и зазору:

Rω

(Ваздушни зазор)

Fe
Cu

δ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Еквивалентирање намотаја

МагнетскоМагнетско ии струјнострујно колоколо цилиндричнихцилиндричних машинамашина

Струјом у једном намотају се може створити поље, а момент се ствара
у интеракцији два поља:

Линије поља

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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МоделовањеМоделовање процесапроцеса уу електромеханичкомелектромеханичком претварачупретварачу

МоделовањеМоделовање

ePγ Polja
Pγ

mmm
meh MP
t

W ω==
d

d

m
Pγ

mW

Polja
Pγ

ePγ

m
Pγ

- губици електричног подсистема

- губици у спрежном пољу

- губици у механичком подсистему

e
i P

t
W

=
d

d

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МоделовањеМоделовање

■ Систем се посматра као мрежа са сконцентрисаним параметрима,

■ Занемарују се паразитне капацитивности,

■ Занемарују се губици у спрежном пољу (гвожђу),

■ Феромагнетски материјал се сматра линеарним,

22    HE με <

[ ]W/kg   222
mvmHFe BfkfBkmP +=

teC=μ

Занемарења:

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

СнагаСнага извораизвора

∑
=

===
N

i
iie

i iuuiP
t

W
1

T

d
d

Напони извора – напони на крајевима намотаја

Напони и струје извора

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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КонвенцијаКонвенција:  (:  (контраконтра) ) електромоторнаелектромоторна силасила

t
eeRi

t
Riu

d
d,

d
d ψψ

+=+=+=

Контраелектромоторна сила

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЈедначинеЈедначине напонскенапонске равнотежеравнотеже

t
ΨiRu
d
d

+=

[ ] iLΨRRdiagR N == ,,,1 …где су

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

NNN

N

LL

LL
L

"
#%#

…

1

111

TLL =Матрица L је симетрична:

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

СопственаСопствена, , међусобнамеђусобна ии расипнарасипна индуктивностиндуктивност

RΨ γ

SΨ γ

mΨ

si

Ri

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕнергијаЕнергија акумулиранаакумулирана уу спрежномспрежном пољупољу

iLiiiLVBHW
i

T

j
jiij

V
m ∑∑∫ ∫ ===

2
1

2
1d }d{

GG

где је ∫ BH
GG

d густина магнетске енергије.

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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СнагаСнага претварањапретварања –– електромагнетскаелектромагнетска снагаснага

e
m

eemc P
t

WPPP γ−−==
d

d

uiT

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ iLi

t
T

2
1

d
d

iRiT

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += iRiiLi

tt
ΨiRiPc

TTT

2
1

d
d

d
d

−−+ iL
t
i

t
iLiiRi

d
d

2
1

d
d T

TT

⇒−+−− i
t
Lii

t
LiiRi

t
iLiT

d
d

2
1

d
d

d
d

2
1 TTT

i
t
LiPP emc d

d
2
1 T==

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МеханичкиМеханички подсистемподсистем

2
mFk ω

( )A
mehW

td
d

mmM ω

“излаз” из система

cP

( )emm MM <

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МеханичкиМеханички подсистемподсистем

2

2
1

m
A

meh JW ω=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++==

2d
d 2

2 m
mFmmemc

J
t

kMPP ωωω

emm M,ω

mM

J

Fk

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МеханичкиМеханички подсистемподсистем

t
JkMiLiM m

mFmem d
d

d
d

2
1 T ωω

θ
++==

ji
i j m

ij
em ii

L
M ∑ ∑=

θd
d

2
1

Мера механичке интеракције статор - ротор

L мора имати елементе зависне од θm - релативног положаја
статора и ротора.

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ПроцесПроцес електромеханичкогелектромеханичког претварањапретварања енергијеенергије

PFe

Pe

Pc= Pem

Pm

i
t
Li

d
d

2
1 T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2d
d T iLi
t ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2d

d 2
mJ

t
ω

uiT ωmM

iRi T
2
mFk ω

Спрежно пољеЕлектрични
подсистем

Механички
подсистем

Акумулација у
електричном подсистему

Акумулација у
механичком подсистему

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

МоделМодел

t
ΨiRu
d

d)1( +=

( ) itLΨ m ⋅= ,)2( θ iLΨ =

N диференцијалних једначина напонске равнотеже:

N нестационарних релација :iΨ ~

Диференцијална једначина момента:

iLiM
m

em θd
d

2
1)3( T=

Једначина механичке равнотеже (Њутнова):

mFmem kMM
t

J ωω
−−=

d
d)4( m

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЈедностраноЈеднострано ии двостранодвострано напајанинапајани претварачипретварачи

Нестационарни коефицијенти матрице L

Самоиндуктивност
Lii

Међусобна
индуктивност

Lij

Једнострано
напајани

претварачи

Двострано
напајани

претварачи

m
m

ii
em

LM θ
θ

2sin~~
∂
∂

m
m

ij
em

L
M θ

θ
cos~~

∂
∂

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЈедностраноЈеднострано напајаннапајан електромеханичкиелектромеханички претварачпретварач

Намотаји постоје само на једном
делу претварача (на статору)

Електромагнетска спрега статора
и ротора се остварује путем
варијабилне релуктансе

Fe

θm

Fe

1Φ

Оса максималног μR

u1, i1

N1, R1

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ЈедностраноЈеднострано напајаннапајан електромеханичкиелектромеханички претварачпретварач

)(
0

m
Fe

f
S

θ
μ
δ

μ ==R

)(
2

1
1 mfNL θ

μ

==
R

mm LLLLL θθ 2cos)(
2
1)(

2
1)( minmaxmaxmin1 −−+=

1Φ 1Φ

D90=mθ D0=mθ

Случај за maxL minLСлучај за

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЈедностраноЈеднострано напајаннапајан електромеханичкиелектромеханички претварачпретварач e6e6

2
11 )(

2
1 iLW mm ⋅= θ

m
mCim

m
em LLiLiWM

te

θ
θθ

2sin)(
2
1

d
d

2
1

d
d

minmax
2
1

12
1

1

−===
=

22 ~~ ΦiM em

Снага извора

Како је средња вредност момента⇒=   1
teCi ;0=SRM

За ))22cos(1(
2

    ),sin(
2
max2

1max1 ϕωϕω −−=−= tIitIi ss

( )( )

⇒===

−⋅−−=

t
θ

θLLtIM

m
ms

msem

d
d,

4

2sin)(22cos1
4 minmax

2
max

ωωπϕ

ϕω

)(
8 minmax

2
max LLIM sr −−=

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ДвостраноДвострано напајаннапајан електромеханичкиелектромеханички претварачпретварач

θm

u1, i1

N1, R1

N2 ,R2
u2, i2

1Φ

2Φ

Намотаји постоје на покретном
делу (ротору), и на непокретном
делу (статору)

Електромагнетска спрега
статора и ротора се остварује
путем варијабилне међусобне
индуктивности

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ДвостраноДвострано напајаннапајан електромеханичкиелектромеханички претварачпретварач

const.1 ≈L

)sin()(12 mmm LL θθ =

const.2 ≈L

Помак утиче на међусобну индуктивност
статорских и роторских намотаја:

mθ

1Φ

2Φ
mθ

2112
2
22

2
11 2

1
2
1 iiLiLiLWm ++=

mm
mm

m
em LiiiiLiLiLWM θ

θθ
cos

2
1

2
1

d
d

d
d

212112
2
22

2
11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++==

21122121 ~~~~ ΦΦiΦiΦiiM em

Снага извора

ЕМС

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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УсловиУслови развијањаразвијања корисногкорисног моментамомента

),cos( 1111 ϕω −= tIi m )cos( 2222 ϕω −= tIi m

mmmmmmem LtItILiiM θϕωϕωθ cos)cos()cos(cos 22211121 ⋅−⋅−==

[
] ⇒−+−−+++−−+

+−−+−++−+−=

     )cos()cos(

)cos()cos(
4

22112211

22112211
21

tttttt

ttttttIILM

mm

mm
mmm

em

ωϕωϕωωϕωϕω

ωϕωϕωωϕωϕω

Момент ће имати средњу вредност различиту од нуле ако је задовољен
један од четири услова датих са: 

)( 21 ωωω ±±=m

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

tmm ωθ =

УсловиУслови развијањаразвијања корисногкорисног моментамомента

θΔ
θΔ

θΔSΦ
G

SΦ
G

SΦ
G

RΦ
G

RΦ
G

RΦ
G

АМ МЈСС СМ

mω

Код синхроних машина важи:

Код асинхроних мотора важи:

Код машина за једносмерну струју важи:

0   , 21 == ωωωm

0  , 12 == ωωωm

21  -ωωω =m

mωmω

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

СтварањеСтварање обртногобртног пољапоља

0=θ

Да би средња вредност момента била различита од нуле, услов је:

const.=Δθ

МНС:                  , оба флукса ротирају скупа са роторомconst.=Δθ
МЈСС:                  , оба флукса мирују у односу на статорconst.=Δθ

У оба случаја, један од намотаја статора
или ротора мора стварати поље које ротира
у односу на сам намотајθΔSΦ

G

RΦ
G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

mθθ =Δ

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Цилиндрична структура

δ>R

mω

R

θd

mθ

0=θ

Fe

Fe

∞→Feμ Статор

Ротор

δ
Ваздушни
зазор

- варијабла

- положај ротора

θ

mθ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

( ) θθ cosmax ⋅
′=′

SS NN

θdd RNN SS
′=

( ) θθ
π

d
0

RNN SN ∫ ′=

Укупан број навојака
(1 навојак = 2 проводника):

θd

θ

0=θ

Статор

Ротор
R

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

θθ cos)( 0ss JJ =

( ) θθ dd RJI SS =

- Струја у једном проводнику
1I

( )
1

'
max0

01
'

           

,cos)(

INJ

JINJ

Ss

sSs

=

== θθθ
где је

θd

θ

0=θ

Статор

Ротор
R

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

θrG

zrG
rr
G

θd

mθ

0=θ

Статор

Ротор

Магнетско поље у ваздушном зазору
које је последица статорског струјног плашта

SH

SS
rS HHJ θ             проузрокује и

( S означава статор )

0)0( =S
zH

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Тангенцијална компонента поља уз унутрашњи зид статора:SH

θJθH S
S
θ cos)( 0=

t
DJHrot
∂
∂

+=
GGG

( )θθ

θ θ

S

S

JR

HRlH

Δ=

=Δ=∫
GG

d

Статор

Ротор

δ

Контура C

SHθ

G

∞→μ
0=H

θ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Радијална компонента поља уз унутрашњи зид статора:SH

)0(S
rH
G

∞→μ
0=H

G

0=H
G

Статор

Ротор

δ
θRJRJ

HθHldH

SS

S
r

S
r

C

sind)(

)0()(

0
0

==

=⋅−⋅+=

∫

∫

ξξ

δδ

θ

GG

θJRHθH S
S
r

S
r sin)0()( 0δ

+=

Контура C

θ

)(θS
rH
G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

“Излазни флукс” вектора кроз
омотач цилиндра мора бити 0! 

0div =H
G

θJRθJRHθH SS
S
r

S
r sinsin)0()( 00 δδ

=+=

,0=ZHНапомена:               не постоји
радијална компонента струјног
плашта – струје статора

0)0( =S
rH

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

θJRθH S
S
r sin)( 0δ

=

θJθH S
S
θ cos)( 0=

)(    )( θHθH S
θ

S
r >

Тангенцијална и радијална компонента су:

доминантна компонента поља је радијална⇒

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

θJRθH S
S
r sin)( 0δ

=

SΦ
G

⇔
N

S

SΦ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

θrG

zrG
rr
G

θ

mθ

0=θ

Статор

Ротор

Магнетско поље у ваздушном зазору
које је последица роторског струјног плашта

RH

RR
rR HHJ θ             проузрокује и

( R означава ротор )

Ротор је померен за угао mθ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Статор

Ротор

δ

∞→μ
0=H

G

θ

Тангенцијална компонента поља уз површину ротора:RH

)cos()( 0 mR
R
θ θJθH θ−−=

Контура C
Ротор је померен за угао mθ

R
θH
G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Статор

Ротор

δ

∞→μ
0=H

G

Радијална компонента поља уз површину ротора:RH

)sin()( 0 mR
R
r θJRθH θ

δ
−=

Контура C

θ

)(θH R
r

G

)0(R
rH
G

Ротор је померен за угао mθ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

Радијална компонента поља уз површину ротора:RH

)sin()( 0 mR
R
r θJRθH θ

δ
−=

θ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

δ

Ротор је померен за угао mθ

)(θH R
r

G

)( m
R
r θH
G

∞→μ
Статор

Ротор

Контура
C
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ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине

)sin()( 0 mR
R
r θJRθH θ

δ
−=

)cos()( 0 mR
R
θ θJθH θ−−=

)(    )( θHθH R
θ

R
r >

Тангенцијална и радијална компонента су:

доминантна компонента поља је радијална⇒

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ЕлектричноЕлектрично ии магнетскомагнетско пољепоље уу зазорузазору цилиндричнецилиндричне машинемашине e8e8

)sin()( 0 mR
R
r θJRθH θ

δ
−=

RΦ
G

⇔
S

N

RΦ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ФлуксФлукс статорастатора ии ротораротора

Статорски струјни плашт ствара статорски флукс ΨS (радијално поље)

Роторски струјни плашт ствара роторски флукс ΨR (радијално поље)

N

S

SΦ

S

N

RΦ
SΦ
G

RΦ
G

θΔ

0=θ

Pointing-ов вектор

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

mθθ =Δ

ПокретачкиПокретачки моментмомент M=M=∂∂WWmm / / ∂∂θθmm

Енергија спрежног поља: ∫=
π

θδ
2

0

dmm wRLW

Густина енергије поља: ( )202
1      R

r
S
rmr HHwHH +=⇒> μθ

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −++−=
π

θθθθθθθ
δ

μ 2

0
00

22
0

22
0

3
0 dsinsin2sinsin
2 mSRSmRm JJJJLRW

)( mf θconst.const.

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ПокретачкиПокретачки моментмомент M=M=∂∂WWmm / / ∂∂θθmm

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=+= ∫
π

θθθθ
δ

μ
θθ

2

0

00
3

0 dsinsin
d

d
d
d

m
SR

mm

m JJLRWM

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= m
SR

m

JJLRM θπ
δ

μ
θ

cos
d

d 00
3

0

( )mSR JJLRM θ
δ
πμ sin00

3
0−=

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

Напомена: За положај статорског и
роторског флукса који је дат у

поставци, момент је доиста негативан

ПокретачкиПокретачки моментмомент

N

S

1SΦ

S

N

1RΦ

Максимални статорски флукс у једном навојку: 

( ) ( ) 0

2
0

0
0

2
0

0
01

2dsind SS
S
rS JLRJLRRLHΦ

δ
μθθ

δ
μθθμ

ππ

==⋅= ∫∫

Максимални роторски флукс у једном навојку: 

0

2
0

1
2

RR JLRΦ
δ

μ
=

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ПокретачкиПокретачки моментмомент

( )mSRRS JJLRM θ
δ
πμ sin00

3
0−=→

0

2
0

1
2

SS JLRΦ
δ

μ
= 0

2
0

1
2

RR JLRΦ
δ

μ
=

Како је израз за момент:

Момент се може изразити у функцији флуксних обухвата

⇒

SΦ
G

RΦ
G

θΔ

0=θ

RS
em

RS ΦΦkM
GG

×=→

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

?mθθ =Δ

Напомена: За положај
статорског и роторског
флукса који је дат у

поставци, момент је доиста
негативан

У случају када су у статору и ротору једносмерне
струје, положај статорског (роторског) флукса

одређен је положајем статора (ротора). Како статор
мирује, угао између два вектора (Δθ ) је једнак

положају ротора θm Средња вредност момента је у
току ротације једнака је нули. За не-нулту вредност

момента, потребно је да Δθ буде константно. 

Доцније ће бити показано да је за неопходно да у
једном од намотаја (статору или ротору) постоје
наизменичне струје, како би стварале флукс који
се обрће у односу на саме намотаје који исти тај

флукс стварају (обртно поље)

MMоментомент, , ограничењаограничења, , условиуслови

■ M ~ l4 момент ~ габарит

■ δ → 0 ограничење - Bmax

■ за θm = ωmt, средња снага различита од нуле

■ Δθ = const.

SΦ
G

RΦ
G

θΔ

0=θ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

?? mθθ =Δ
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СтварањеСтварање обртногобртног пољапоља

Sθ α

β

0β
G

0α
G

αi

βi

( )Re

( )Im

SΦ
G

αΦ
G

βΦ
G

t
Ii
Ii

SS

Sm

Sm

ωθ

θ
θ

β

α

=

=

=

,sin
cos ,

β
μ

β β iNΦ
R0

GG
=α

μ
α α iNΦ

R0
GG

=

)sin(cos 00 βθαθ
μ

GGG
ss

m
S

NIΦ +=
R

Sjm
ss

m
S eNIjNIjΦΦΦ θ

μμ
βα θθ

RR
=+=+= )sin(cos

Обртно поље се не може створити једним намотајем. Морају постојати
најмање два намотаја на статору: 

Једнофазно поље

)sin(cos 00 βθαθμ

GGGG
ssmSS NIΦF +==RSΦ

G
SF
G

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

СтварањеСтварање обртногобртног пољапоља
У пракси постоје три намотаја на статору:

Sθ

α

β

0β
G

0α
G

ai

bi

ci

a

b

c

aF
G

bF
G

cF
G

F
G

).3/4cos(
),3/2cos(

,cos

πω
πω

ω

−=
−=

=

tIi
tIi
tIi

Smc

Smb

Sma

tSS ωθ =

).
2
3

2
1(

),
2
3

2
1(

,

00

00

0

βα

βα

α

GGG

GGG

GG

−−=

+−=

=

cc

bb

aa

NiF

NiF

NiF

[ ]ttNIFFFF SSmcba ωβωα sincos
2
3

00

GGGGGG
+=++=

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

cbas FFFF
GGGG

++=aF
G

bF
G

cF
G

0aG

0cG

aa iu ,

bb iu ,

cc iu ,

0b
G

0aG

0cG

aa iu ,

bb iu ,

cc iu ,

0b
G

СтварањеСтварање обртногобртног пољапоља

>>>

СтварањеСтварање обртногобртног пољапоља
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ИндукованеИндуковане ЕМСЕМС уу намотајиманамотајима

ЕМСЕМС једногједног навојканавојка

N

S
0=θ

mθ

R

mω L - дужина машине

π
π

RLBS m ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

2BΦ srm

mmmm ΦLRBdΦΦ θθ
π

sinsin2
0

=== ∫

mmmm ELRB
t
ΦeRiu θθω coscos2

d
d

max1 ==≈+=

( )
m

m
1 Φ 44,4 

2
Φ2

2
ffEE mnav

eff ===
π

)cos( mmBB θθ −=

,d d SBΦ = θdd LRS =

ЕМСЕМС једногједног навојканавојка e10e10

Ефективна вредност индуковане ЕМС у једном навојку:

mm1 Φ 44,4Φ 
2

2 ffE nav
eff ==

π

Ефективна вредност ЕМС једног проводника у жлебу статора:

m1 Φ 22,2 fE prov
eff =

Ефективна вредност ЕМС N навојака (намотаја статора):

m
namotaja Φ 44,4 NfEeff =

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине -- ТетивниТетивни навојнинавојни сачинилацсачинилац

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=Φ=−=−Φ==

2
sin ,)

2
sin()

2
sin(

d
d 3:1,

1
αωωωαθαω παα PP

mmmmmmmmmm EtE
t
Φte

2
sinΦ 44,4,

2
sinΦ 44,4

2
 mm1

αα ππ ⋅=⋅== NfEfEE namotaj
eff

mnavojak
eff

тетивни
навојни
сачинилац 2

sin α=Tk

)cos( mmBB θθ −=
θdLR d BΦ =

tmm ωθ =

P1

P2

P1

P2

[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Φ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−−== ∫ mmmmmmm LRBLRBdΦΦ θαθααθθα α

α

2
cos

2
cos

2
sin2 )sin()sin(

0
Највећи флукс у навојку P1-P2

P3 P3
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ПојасниПојасни навојнинавојни сачинилацсачинилац

Дејство расподеле намотаја статора на m жлебова (померених за угао γ):

γ
γ

γ

1E
G

2E
G

3E
G

m
faze EEEE

GGGG
+++= ...21

γ

ЕМС m проводника једног намотаја:

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

1A

1B

2A2B

3A

3B

ПојасниПојасни навојнинавојни сачинилацсачинилац

3213 EEEE faze
m

GGGG
++==

γ

γ

γ γ γ

1E
G

2E
G

3E
G

3=mE
GПојасни навојни сачинилац

дефинише се као однос
векторског и аритметичког
збира ЕМС индукованих у m
проводника једног
намотаја.

2
sin

2
sin

3 1

3

γ

γ

⋅
==

=

m

m

E

E
k m

P G

G

π
mP

faze
eff fNkEE Φ==  44,4

Ефективна вредност ЕМС N навојака (намотаја статора):

)1( <Pk

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ПојасниПојасни ии тетивнитетивни навојнинавојни сачинилацсачинилац

Код расподељених намотаја са скраћеним кораком појављују се и појасни
и тетивни навојни сачинилац:

2
sin α=Tk

2
sin

2
sin

γ

γ

⋅
=

m

m

kP

Крајњи израз за ефективну вредност ЕМС једног таквог намотаја
са N навојака је:

π
mΦ 44,4 NfkkE TPeff =

⇒

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ПојасниПојасни ии тетивнитетивни навојнинавојни сачинилацсачинилац

D180<α

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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СинусоидалноСинусоидално расподељенрасподељен намотајнамотај каокао филтерфилтер

mω

R

θd

mθ

0=θ

( ) ( ) [ ]∑
+∞

=

+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⋅−−
−

=
1

1max )()12(cos1
12

4
i

m
i i

i
B

B θθ
π

θ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

B

π π2

)( mBB θθ −=

ФлуксниФлуксни обухватобухват једнеједне контуреконтуре, , нана положајуположају θθ

( ) ( ) ξξθ
πθ

θ

dRLBΦ ⋅= ∫
+

( ) [ ] ξθξ
π

πθ

θ

dRLi
i

B
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i
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⋅−−
−

= ∫ ∑
+

+
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)()12(cos1
12

4 1

1

max

)(θΦ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

ФлуксниФлуксни обухватобухват статорскогстаторског намотајанамотаја

θθ cos)( mNN =′

У појасу ширине Rdθ постоји
Nm cos(θ)Rdθ проводника статора

( ) ( )∫
−

⋅Φ=
2/

2/

dcos
π

π

θθθψ RNmS

Укупан флуксни обухват
статорског намотаја:

⇒

mω

R

θd

θ

0=θ

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

)(θΦ

ВишиВиши хармоницихармоници
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max212 d122sin1222sin
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π
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ψ mm
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m
i

S iiii
i

B
LRN

(2i-1) хармоник B(θ). Случај за i>1:

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --
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ВишиВиши хармоницихармоници e12e12

(2i-1) хармоник B(θ). Случај за i>1:
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( )

( ) ( )( ) ( )( )
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2/
2

max212 122cos
2
11222cos

22
1

12
14 π

π

θθθθ
π

ψ
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−
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−
= mm
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m
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S ii
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B
LRN

01 12 =⇒> −i
Si ψ

( )mmSS LRNB θψψ sin4 2
max

1 ==

( )tLRNB
t

e mmmSS ωωψ cos4
d
d 2

max==

Закључак: постоји само компонента за (2i-1)=1, дакле, први хармоник

ЕМС:

-- УводУвод уу електричнеелектричне машинемашине --

tmm ωθ =


